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PRINCIPES 

DE LA TRIGONOMETRIE SPHE'RI QU E 

TIRES DE LA M E V HODE DES PLUS GRANDS 
ET PLUS FETUS. 

par M. EULER. 


K'uisqu'on fait que les ares de grands cercles, tirés fur la furface d’une 

fphére, repréfenrent le plus court chemin d’un point à l’aurre, un 
triangle fphérique pourra être defini en forte, que trois points étant 
donnés fur une furface fphériqnc, fi l’on y trace d’un point à l’autre 
le plus court chemin, l’elpace renfermé entre ces trois poinrs foir un 
triangle fphérique. Donc, parce que les côtés d’un triangle iphérique 
font les lignes les plus petires, qu’on peur tirer d’un anglé à l’autre, 
la mérhode des plus grands & plus petits pourra être employée à dé- 
terminer les côtés d’un triangle fphérique ; & de là on pourra enfuire 
trouver le rapport, qui fu b fi fie entre les angles & les côtés ; & c’eft 
en quoi confifie la Trigonométrie fphérique. Caries trois points, où 
fe trouvent les angles, détermineront par là, tant les trois côtés que 
les trois angles: Ôt ces fixehofes auront toujours un tel rapport cntr’el- 
les, que trois quelconques étant connues, on en puifle déterminer les 
trois autres. 

C’eft donc une propriété, que les triangles fphériquesont commu- 
ne avec les triangles plans, qui font l’objet de la Trigonométrie élé- 
mentaire. Car, comme un triargle plan eft l’cfpace renfermé entre 
trois points marqués fur un plan, lorsqu’on rire de l’un à l’autre la ligne 
la plus courte , qui eft fur le plan une ligne droite 3 de même un tri- 
angle 
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angle fphériquc eft l’efpace renfermé entre trois points marqués fur 
unè furface fphériquc , lorsqu’on joint ces trois points par les lignes 
les plus courtes, qu’on fauroit tirer de l’un à l’autre fur la même fur lace. 
Or il eft clair qu’un triangle fphérique fe' change dans un triangle plan, 
lorsque le rayon de la fphère devient infiniment grand ; attendu qu’u-- 
ne furface plane peut-être regardée comme la furface d’une fphére infi- 
niment grande. 

On m’objeélera fans doute, que c’eft aller contre les régies de la 
méthode, que de vouloir employer le calcul des plus grands & plus pe- 
tits pour établir les fondemens de la Trigonométrie fphérique; outre 
qu’il parait inutile de les tirer encore d’autres principes, puisque ceux 
dont on s’eft fervi jusqu’ici, font fondes fur la Géométrie élémentaire, 
dont la rigueur fert de régie à routes les autres parties des Mathéma- 
tiques. Mais d’abord je remarque, que la méthode des plus grands & 
plus petits en acquiert quafi un nouveau luflre, quand je ferai voir, 
qu’elle feule nous peut conduire à la réfoluriun des triangles fphéri 
ques; & enfuite il eft toujours utile de parvenir par des routes diffe- 
rentes aux mêmes vérités, puisque notre efprit ne manque pas d’en tirer 
de nouveaux éclairciffemens. 

Mais je puis outre cela avancer , que la méthode des plus grands 
& plus petirs elt beaucoup plus générale que la méthode ordinaire. 
Car celle-cy fe borne aux triangles formés fur des furfaces, ou planes, 
ou fphériques, au lieu que l’autre s’étend également à des furfaces 
quelconques. Ainfi, fi l’on demandoit la nature des triangles formés 
fur des furfaces fphéroïdiques, ou conoïdiques, dont les côtés feraient 
les lignes les plus petites, qu’on peut tirer d’un' angle à l’autre; la mé- 
thode .ordinaire ne feroit pas propre pour cette recherche : mais il fau- 
drait abfolument recourir à la méthode des plus grands & plus petits, 
fans laquelle on ne feroit pas même en étar de connoirre les lignes les 
plus courtes , qui formeraient les côtés de ces triangles. 

On comprend de là , que cette recherche pourrait bien devenir 
d’une grande importance; car la furface de la Terre n’étant point fphé- 
rique, 
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rique , mais fphéroïdique, un triangle forme fur la fur ta ce Je la Terre 
apar tiendra à l’efpece, donr je viens Je parler. Pour voir cela, on n’a 
qu’à s’imaginer trois points fur la furfaee de la Terre, qui foie nt joints 
par le plus court chemin, qu’il y a de l’un à l’autre ; ou qui feroit for- 
mé par une corde tenduë de l’un à l’autre: car c’efl: aînfi qu : on doit 
fe ropréfenrer les triangles , qu’on forme par les opérations faites pour 
la mefure de la Terre. Il clt bien vrai qu’on regarde ordinairement 
ces triangles comme plans & reétilignes, 6c c’cft déjà bien de l’accu- 
rareflè, quand on les calcule fur le pied des manglcs fpbériques. Mais 
fi l’on parvenoit à faire ces triangles beaucoup plus grands , <Sc qu’on 
en voulut faire ie ealcul avec toute la pré'cilion poflîble, on feroit 
fans doute réduit à rechercher I» véritable nature de ces triangles, donc 
on ne four oit venir à bout fans recourir à la méthode des plus grands 
& des plus petits. 

Ayant donc fait voir i 'importance de certc méthode dans le fnjet 
donr il s’agir, il ne fera pas mal à propos d’appliquer cette méthode 
à la réfolurion des triangles fphchqucs ; puisque d’un coté cerre re- 
cherche fendra de bafe 6c de modèle pour !a réfolurion des triangles 
formés fur une fur face fpéroï clique quelconque : 6c d'un autre cùré 
elle nous fournira des éclairci ffemens confidérablcs, tant fur la Trigo- 
nométrie fphérique meme que fur la méthode des plus grands 6c pins 
petits , dont on connoirra de plus en plus mieux l’érenduë 6c le grand 
u Page. Car, depuis qu’on a montré que la plupart des problèmes mé- 
chaniques & phyiiques fe réfolvcnt fort promtement par le moyen de 
cette méthode, il ne fauroir être que très agréable de voir , que fa 
même méthode apporte un fi grand fccours pour la réfolurion des pro- 
blèmes de la pure Géomcrrie. 

Pour comnieneer eette recherche d'une manière, qu’elle s’étende 
également à la fphère 6c à un fpliéroïde quelconque, je regarde d’abord 
deux points oppofes de la fphère comme fies pôles, 6c le grand cer- 
cle, qui en çft également éloigne, repréfentera l’équateur, 6c les lignes 
Mim, dt Cflcud. T oui. IX. F f les 
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les plus courtes tirées d’un pôle à chaque point de l’équateur repré- 
fenreronr des méridiens , qui font perpendiculaires à l’équateur. Or 
quand il s’agit de la fphère, on pourra regarder chaque côté d’un 
triangle fphérique comme faifant partie de l’équateur, & quand le tri- 
angle efî: rcélangle, on pourra Toujours envifager l’un des côtés, qui 
forment l’angle droit, comme une portion de l’équateur , 6c l’autre 
côté comme une portion d’un méridien, puisqu’on peut prendre les 
deux pôles à vol on ré ; mais il n’en fera pas de même, dès que la fur 
face n’eft plus fphérique, mais fphéroïdique. Cependant je ne parle- 
rai ici que des furfaces fphériques , me refervanr les fphéroïdiques 
pour un autre Mémoire. 

PROBLEME l 

r. i. Etant donnés fur V équateur AB Parc AP, fur un mé- 

ridien CP V arc PM, trouver fur in furfiîce fphérique îa plus courte 
ligue A M , qu'on puijfe tirer du point A au point M. 

SOLUTION. 

Pofant le demi- diamètre de la fphère zz i , foit l’arc de l’équa- 
teur AP=r, & l’arc du méridien PM — y. Soit de plus l’arc 
cherché AMZJ, qu’on prolonge infiniment peu en m } de forte 
que Mm ~ ds y 6c qu’on rire par m le méridien Qmp y 6c l’élé- 
ment Mn> qui y foit perpendiculaire. Cela pofé, on aura Pp~dx, 
6c ntn ~ dy * & puisque P p efl à M/;, comme le fi nus forai i 
au finus de l’arc OM, ou au colinus de P M “ y , on aura 

M n — dx cofj : & Je triangle M nm à n reéï angle fournira 

M m “ d $ zz y' { dy* — f— d x 2 cofjy 3 ) , 6c partant 

A M ZH s zz fV ( dy z — j— d jc 2 co f j 2 ) . 

J1 s’agit donc de trouver un tel rapport entre x 6c y } que fi on-Ieur 
donne des valeurs déterminées comme AP 6c PM, la valeur de 
l’intégrale fV (dy* H— dx 3 cofj 2 ) devienne la plus petite, 

qu’il 
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qu’il foie pofîïble. Pour cet effer pofons dy ~ pdx , pour réduire 
cette intégrale à cette forme f à xV (p p — cofj a ) * ôc puis- 
que j’ai démonrré que lorsque la formule intégrale J%é* v, où Z eft 
relie fonction de .v, j, & />, que JX “ MJ>r — f-NJy — (— PJjp, 
doit devenir un plus grand ou plus petit, cela arrive par cerre équation 
NJ.r -JP“o. Donc, faifanr l'application à norrecas, nous aurons 

z =V( PP + cors), donc n=- + vr-Z&rx, 

VCpp+coïy*) V K pp-\-cofy a )’ 

& parrant M~o, N ■■ ■— , & P ~~ — ~ — ?•— . 
* V(pp\ cofy 2 ) Y{pp\c ofj 2 ) 

Or puisque M“o, de partant JZ zz N dy — f— P dp , multiplions 

i’équation N dx JP “ o par p, qui à caufe de dy zz pdx 

deviendra N dy pd Pzzo, ou & cerre valeur 

étanr fubftiruée pour N dy donnera JZ “ p JP— J— P dp, dont l’in- 
tégra! e eft Z — P/r+C, ou bien !/(>-)- cfo 2 )— -f-C : 

qui fe réduit à cofjy 2 Cj / '(pp -j— cofy 2 ) j d’où l’on rire 

„„ - , r t nn\ cof-yV(cofj 3 -CC) 

CCpp~ cofj 2 (cory T -CC), ou p — 2 ^ — — ç ■ 

Ainfi le rapport entre x & y eft renfermé dans cette équation diffé- 
rentielle fcparce : 

Cdy 


Jx — 


cofjyy(cofy 2 — CC) ’ 


& de là on obtiendra : 


dx coPy 2 

ds ~ dx V (pp— 1 — coTj 3 ) zz — — 
, dy cof y 

Js =ÿm^ccy &larcmeme 


, donc 

— f à y Cof - y 

J K(cofj 2 — CC) ' 


Ff - 


CO- 


2. Donc r équation Jx~ 

îa n nuire de lt ligne AM, qui a ccttc propriété, qu’en prcnanr une 
partie quelconque , elle foie la ligne la plus courte qu’on puilfe rirer 
entre fes tenues fur une fur face î'phérïque. Or, que cerre ligne foit 
en meme rems un grand cercle de la fphére , je l’ai démontré ailleurs ; 
ôt ici il n’importe pas à notre dciTcin . que) rapport cerre ligne à la 
fphére , pourvu que nous fâchions qu’elle elf la plus courte entre 
fes termss. 


CJy 


cof y V(cofj 3 — CC) 3 


exprime 
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„ , J CJy 

3- Ayant trouvé dx = ■■ fj| ÿ^iÿZc cj ’ nous aurons 

jr CJy „ M n . , . 

M » — J.x cof y ~ 2 ~ C C) ~mn ex P nme ’ a tangente de 

V ' C 

l’angle AMP, & partant nous aurons: tang AMP ~ — — - . 

” r D >(cofj/ 2 -CC) 

- , . JycQÏy M n 

De plus ayant Mm~as~ — — *■ — , la fraction — — cx- 
r J V(coi> 2 -CC) Mm 

O 

prime le finus de l’angle AMP, de forte que fin AMP ” — , & 

col y 

r-***™ V(cofy 2 — CC) 

cof AMP ~ — - — ~t= • 

cofy 

C O R O L L. g. 

4. De plus pofanr y — o , le poinr M parviendra en A, & alors 
la fraction exprimera la rangente de l’angle P AM, & ~ fon finus, 

Wi* Q S 

& tr- fon cofinus. Or ayant alors cof v ZZ r, il fera Jx~ — 

ds j ! 1 ]/( i— CC) 

& 


0 . f/y ,, . V(l — CC) 

oc as — ryz — : d ou nous tirons rang F AM ZZ — — 7; — - 
V( 1 — OC) C 

fin P A M — V( 1 - CC) & cof P A M “ C. 
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y. Donc, fi nous inrroduifons cet angle P AM an lieu de la 
confiante C, dt que nous pofions P AM “ £ , à caufe de C“cof£, 
nous aurons, les deux équations Suivantes : 


dy cofçf 


& i,-— dy ™ (y 


dx cof)' V(cof)' s — cof f 1 ) ** * . V(cof) * — cof^ 2 ) 

Et de plus fi nous nommons l’angle AMP — 5 , nous aurons : 


rang 


. C0 ^i r a cofd o ra V( coft a -cof<f 2 ) 

0 = =7 7 r TT -i-_; finÔ ~ — p & coffi— — — 

y (ci y 2 — ci ç 1 ) col y cof y 


c 0 R 0 l l. y. 

6 . Il refie encore à intégrer nos deux équations différentiel- 
les, qui expriment les valeurs de âx de de th. Or on trouvera 
par l’intégration : 

r C fin y , • r Cfiny cofdfmy 

*=* fin: c-RpTCcc) ’ ° u bien fin • v = ^Vo-c c ) = 

&,-» cf. oubien .r— VW-CQ _ V(dy*-d?‘J 

& “ A * V(I-CC) > oubienck — V( I -CC) “ ~fin£ ' ’ 

C O R O L L. 6 . 

7. Voilà donc des quantités £ de y les autres quantités 
X, s & 0 déterminées en forte : 

Ff 3 fin 


fin : 
fin s : 
fin 6; 


. cofx — & tanlr v 
fhjfcfy’ 0 — (înj’cofy 1 = 

-J ■ cofs— vwylz£i!2 & tane s 

«Tns” — fin ^ .«™gS 

cof^ rû V(dy z -c[g z ) 

' — ^ : cof 0 “ ^ , 5;, rang 0 

coly cofjy ° 


cof £ fin y 


V(cfy'-cf?) 
fin y 

V(dy^'Tf) 

cof£ 

‘V(cfj 3 -c(^) 


C O R O U. 


8- Puisqu ’ il n’y a que cette feule formule irrationnelle 

V'(cof)' 2 * cof^), qui enree dans nos équations Trouvées, en 

l'éliminant, nous obtiendrons : 


cof s 
cofiv 


. cof0 r 3 cof fl fin ? 

= c ° r ^ tas = fm ^ = 




tang s 


rang 0 


tang0 cof^ 1 5 


— c °f ffin y . — iïnj . r tan(y û 

fin ^ — fiïïjrâij ’ • et>l ^ J — fin j’cofj 01 tang “ 

. cof<*finy _ fin y r . 

cof s tang x ~ cof/ tang 0: 

cof <f fin y rû fin y . 

oofStang -v=-^- i cote tang /_= ^ ; fin 8 : 


_coff 
’ fn Çcfy ’ 
cof ê 

üTf 

coÿ 
cofy * 
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Ayanr ici cinq quantités x, y, /, £ & 0, qui appartien- 
nent au triangle fpherique rectangle A PM, prenons des égalités trou- 
vées celles, qui n’en renferment que trois, qui feront étant réduites 
à la plus fimple forme : 

ï. cof 
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I. cofr “ cof.** cofy ; II. coîùzzfin^cÇxj III. tg x IZ cof^rg r ; 

IV. rang.**— finj rg0 ; V. tgyzzzînxigç, VI. finjy ~ fin ^finr; 
VII.cofjtang^rg$ “ 13 Vlll.rgj“cof0tgjq IX.coftj’zrfïnBeofy. 

d’où, étant donnés deux quelconques, on en pourra trouver les trois au- 
tres, fans qu’on ait befoin d’extraftion de racines, pourvu qu’on y 
ajoute cette dixiéme : X. fin x ~ fin 0 fin s , qui fuit d’abord des 
trois premières formules à la gauche du §. 6 . 

PROBLEME II. 

10 . Expofer les régies , pour la réfoîution de tous Us cas des 
triangles rectangles fphéritjues. 

SOLUTION. 

Soient les angles marqués par A, B, C, dont celui- cy C foit Fig. *■ 
le droit, 6 t les côtés par les petites lettres a, h , c , qui répondent 
aux angles oppofés, de forte que c foit l’hypotenufe, & / 7 , 5c b les 
cathctes. Comparant donc ce triangle avec la figure précédente, 
nous aurons ■. 

s ~ c ; x — Z? •, y zz a \ Çzz A & 0”B. 

Maintenant tout revient à ce que deux de ces cinq quantités étant 
données , on en dérermine les trois aurres : or les formules rappor- 
tées fourniront les réfolurions fui vantes pour tous les cas poifibles. 


Les 


Les:* quanti- 
tés données. 

I. a , b 
îl. fl , c 

III. b y c 

IV. a , A 

V. a , B 
VL b , A 

VII. b , B 

VIII. C y A 

IX. e, B 

X. A , B 


Détermina ti on des trois autrfcs. 


cofc “coffl.cof^ ; tgÂZZ ■ rann y T - ; rn-B — 

lin b 

coK= _4i_ ; r„ A - J?±- ■ C fB = 


cof a 


fin c 


r cof c r rang o - _ 

côffl~ jî- 7— ; cfA“ — - — ; fnB ~ 

coi b rang c 

. rang a r . fin a _ „ 

fin fl “ 3 ~-r~ ; fin crz - _ ■ A — ; fn B — 


fin A 
tantr a 


rang A 

tag^ — finfltngB ; rgr = ’ cfA = 

ragfl— fin^rngA; rgr~ — n H^_ ; cfBzr 
° 3 0 cofA 

r rang b fin b 

fin a~ ; fine — — - — — : fin A ~ 

rang B fin B 

fin a “ fine, fin A ; rg/'“rgc.cofA ; rgB — 

fin^~ fine.finB ; rgfl~ tgr.cofB ; tgA — 
_ cof A r . cof B _ 

COI tl h,^ ' j Cl Ù i 1 ■ ' b, Cül 


fin B 


fin A 


COROLL. I . 


i T . De là il eft évident que le coté a avec fon ar 
pofé A entre egalement dans -ces formules, que Taurre eô; 


- taniï^ 
fin a 
rang a 

O 

range 

fi n ^ 
fin c 
cof A 
cof fl 

cf fl. fin B 

cfAfin A 

cofB 
toi b 

i 

cfr. rg A 

i 

cfr. tg B 
ï 

tgA^B 

igle op- 
é b avec 
fon 


l£fb 
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fon angle oppofé B, de forte qu’il elt indiffèrent, lequel des deux 
côtés a Ôc b on veuille prendre pour bafe , tout comme la nature 
du fujet l’exige. 

c o R o l l, 2, 


te. Le grand nombre des formules, qui expriment le rapport 
entre les divcrles parues du triangle rcétangle, fe réduit aux formu- 
les fui vantes, dont le nombre eft plus petit, & qu’il fuffit de fa voir 
par cœur. 


I. 


fin c — 


fin a 
(in A 


ou 


fin c ~ 


fin b 
fin B 


II. cofrn: cof/7, cof^ 


III. cofrzzrcorA.cotB 


IV. cofA = 

tans A 

OU 

V. fin A“ 

rang c 
cof B 

ou 

VI. fin a cz: 

col' b 
tang b 

ou 

tang B 


cofB “ 
fin B “ 
fin b “ 


rang a 
rang c 
cof A 
cof a 
tang a 
tang A ' 


C O R O L t. 3 . 

13. On n’a donc qua remarquer ces fix formules, qui con- 
tiennent autant de propriétés' des triangles fpdiéiiqucs rcélitigles j & 
on fera en état de réfoùdre tous les cas de ces triangles, qu’on pui/fe 
imaginer. 

PROBLEME III. 

14 . Trouver Taire d’un triangle fphivique rectangle, 

SOLUTION. 

Soit dans le triangle rcétangle AP.M la bafe A P — v & le 
côté PM “y, & ayant tiré le méridien infiniment proche O mp. 
Mita. dtFAad. Toi», IX. g on 


Fig. *■ 



on aura P p~ âx & m n — ây . De plus a) anr M « “ âx cofy , 

i’élcmcnt de l’aire PM mp fera ~âxây cofy, en prenant âx pour 

confiant. Dune i’aire même P M mp fera m âx fin y, laquelle étant 

le différentiel de faire du triangle APM, celle -cy fera —fdxüny. 

n * y ây coî g y 

Or nous avons trouve a x~ — f ^ ^5— , ou ç 

colyV (eut y colf 2 ) 

marque l’angle P AM, & panant l’aire du triangle fera “ 
ây fin y cof g 




Au lieu de y introduifons l’angle 


cofy VXcol'y 2 co!ç 2 ) ' 

AMPnô ; & àeufe de finO = ^ & cof 6 = Y&L 

col y col y 

r , ây cof d’fin y , ^ycoff’finy 

nous aurons tf 9 coffi~ — — 7 — ,■ — ; donc av‘ZZ- r =— — rjrzî 

cofy 1 clyy(ciy 2 -clf 1 ) 

de forte que l’aire du triangle cherchée devienne ~fâù ~Ô— |— Conft. 
Pour affigner à cette confiante fajufte valeur, il faut confîdérer, que 
l’aire doit évanouît, lorsque le point M tombe en A, auquel cas l’an- 
gle 6 devient ~ 90° —g m } donc il faut qu’il foit 90 ^-J- Conft ~o, 

& partant Confi ~ g 90 °. Par conféquenr J aire cherchée du 

triangle APM fera ” g — f- 6 50 0 ; ou bien l’excès de la fom- 

me des deux angles P AM & AMP fur un angle droit exprimera 
l’aire du triangle APM. 

C O R O l t. ■ I . 

i y. Donc la fomme des deux angles P AM & AMP eft tou- 
jours plus grande qu’un angle droit, & l’excès eft d’autant plus grand, 
plus l’aire du triangle fera grande. Et un arc de grand cercle, mefure 
de cer excès, étant multiplié par le rayon delà fphere donnera l’aire du 
triangle fphérique. 

c 0 R o l l. 2. 


1 6. De là on déduira aifément J’ aire d’un triangle fphérique 
quelconque : car, parce qu’un tel triangle fc peut réfuudre en deux tri- 

an- 


angles refhngles, on trouvera fon aire, lorsqu’on multiplie l’excès 
de la fomme de fes trois angles fur 1 8 o° par le rayon de la fphère. 


PROBLEME IV. 

r 7 . Sur h furface d'une fphère étant donnés deux points quel- 
conques E 6c M, trouver la ligne la plus courte EM entre ces deux 
points. 

SOLUTION. 


Qu’on tire d’un des pôles O à ces deux points les méridiens 
OE 6c OM, dont celui -cyfoit regardé comme variable. Nom- 
mons le méridien OE ~ æ; OM“r; 6c l’angle F. O M * — y 
De plus foit pour les quantités cherchées l’arc EM ™ s , l’angle 
OEM “a, 6c l’angle OME ~ j qui fera variable avec les 
quantités .v, y 6c r, tandis que a 6c a demeurent invariables. Qu’on 
rire le méridien infiniment proche O auquel on tire de M la perpen- 
diculaire M», 6c on aura vin~dx\ l’angle M Orn ~ dy , de 
M ;; ZI dy fin x , prenant l’unité pour marquer le rayon de la Iphère. 

_ „ * M?; dyfmx ,. - . fA-finx* 

Delà nous aurons rgtp~ — ~ , ou bien lmtDZZ— r — , 

° mn dx ds 

dx 

6c' cof(p zz Or ayant ds zz V(dx 2 —f— dy*'Çmx t ') } il faut que 


cette formule fY(jix' 2 — }— à y" 1 fin„v 2 ) foie un minimum. Pour 
cet effet pofons dy zz pdx y pour avoir cette formule 
fdx V (i — H ppti n •*" 2 ) — fZ d x à rendre la plus petite : de 
forte que Z ZZ V (i — }— pp fin x *). Or en général, fi l’on a 
dZ ~ M dx —f- N dy — f— lV/7 , l’équation pour le minimum eft 
~Sdx à P ~o : donc faifanr l’application à notre cas, nous avons 


_ p fin a * 2 

N — o ; 6c P ZZ ¥ 


- — . Mais à caufe de N zz o , 

y (i— (— pp iinA' 3 ) 

notre équation fera <?P~o, 6c partant P zz Conlt. Par conféquent 

G g e ■ nous 


nom» aurons 


c’eft à dire 


V(i-\^FpÇwx*) 
dy lin x % 

ds 


Jy fin x* _ r 

m — Vj -> 


y (dx 2 -j— */y 2 fin a 2 ) 

” lin a' fin ” C. Pour déterminer cerre 


confiante il Put confidérer , que faifant évanouir l’angle EOM “ y, 

il devient x~ft 3 & (p“iSo° oc , ou 'fin <p m fin a ; donc 

dans cc cas nous avons fin a. fin a z_ C. Par conféquenr la nature 

du minimum fournit l'équation : — — ” fin a fin « , 

4 y(«/A 2 4-//y 2 fin x 2 ) 

Mais, il faut encore inrégrer l’équation différentielle ; qui fe change en 

C d x 

celle-cy d y -r— - — remettant C pour fin a fin a: 

7 J iinxV (fin x 2 — CC) r 

„ , „ , r j j t/y fin x’ 1 T dx fin x 

ocoelaucaulede asm — — — on aura encore dsm—r^ 

, C V (in a* 3 — CC) 

Or on rrouvera par les régies de l’ intégration : 

. - C cof a: , . _ C cof a 

V — A fin 7 î zrr> — 1— A fin 


ImxVO CQ ' " fin **y (i- — CC) 

a r V(bnx* CC) . . r y(fin« 3 CC) 

— A cof üFFT I =cc) + A cof ^VU=C6) ■ 

. r V (fax* CC) , A . V(ûn„‘ CC) 

Aeof-^-. ^c) ; 4- A eof- ^ i _cc) ^ ■ 

cof a* r , cof a 


A fin 


A fin 


y(i- — cc> 1 y(i — cc) 

Où les confiantes ajoutées font telles, que faifant y~o & f~o, il de- 
vienne xm fl- Mais les deux arcs de cercles éranr réduits en un don- 

- Ccof*yfW-CC> — CcofA:y(fintf 2 -CC) 

seront y m A fia — - - — . 

(i- — CCjfinafinA* 1 

A r cofrtyffinA' 2 — CC) cofA , y(fm/7 3 -CC) 

/ _ A fia iZZcc > d’où 


m* 


fS *37 

d’où nous tirons ces deux équations : 

(i— CC)fmafinxîinyzi:CcoÇaY(fmx i - CC)—CcoCxV(fin a* CC) 

(i-CC)finr = cof/ï‘J/(fin* a -CC) cof* V (fma*-CC). 

Mais, en prenant les cofinus des angles y & s } nous aurons : 

( r ~CC) fin <i fm # cofy rr V^lin /ï 2 - CC) (fin a* 2 - C C)-J- CC cof a cof x 
(i-CC)cofr — V(Cma*-CC) (fin * 2 ~CC) -f- cota cof*. 

Et remettant pour C fa valeur lin a lin a, puisque 

V ( fin a 2 CC)~ fin a cof a 

car nous regardons ici l’angle a comme obtus, afin que J angle <p foit 
depuis le point E aigu ; parce que pofanr y “ o , Pang'e Ç devient 
1 8 o° « j dont le cofinus eft cof a j nous aurons : 

(r fin a 2 lira 2 ) fin x fin y “fin a cof aV (fin x 2 fin/i^ina 1 ) 

— f— fin & cof a fin a cof A" 

(l'^—fina 2 fin a 2 ) fin A"cofy“— cofa> / (fin* 2 fin a 2 fina 2 ) 

-+- fin a cof a fin a 2 cof x 

(i fin a 2 fin a 2 ) fint “ cof a 'V (fin x 3 fin a 1 fin a 2 ) 

— 1— fin a cof a cof jt 

(i fin a 2 fm a 2 ) cof s fin <r cofaV^finA’ 2 — fin« 2 fina 2 )- 

— f- cof a cof jt 

auxquelles il faut ajouter fin x fin <p ~ fin a fin a. 

C O K O L L. I, 

i8- Puisque fin a fin a zz fin x fin <p } on aura.: 

"V (finx 2 fin<7 2 fina 2 ) ~ — (— fin x co f(p* 

Donc nos quarre formules feront ; 

I. (i — CC) fin y ~ fin a cof a cof <P -f- cof a cof x fin 0 
U* (i — ■*— CC) cof y ZZ — ■*— cof a cof — (— fin a cof a cof x fin <jf> 

Gg 3 m. 
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CC) fin s ~ cof a fin;r cof<p -f- fin a cola cof x 

IV. (1— CC) cof s — fin a cof a fin x cof (P — J— cof a cof x, 

pofanr pour abréger CC, au lieu de fintf 2 fin a®, ou de fin x 2 fin (J) 2 * 

COHÛLl. 2. 

19. Ces quatre formules peuvent être combinées en plufieurs 
maniérés differentes, d’où l’on pourra déduire des formules plus fim- 
ples. D’abord prenons I. cof a H— II. fin a cof#, & nous aurons : 

( 1 — CC) (cof a fn y — }— fn a cof# cofy) “ (cof a 2 — {— fn a 3 ef a 2 ) cf.r fn 0 , 

or cofa 2 -J— fna 3 cof# 2 ~i— fna 2 fn# 3 ~i — CC, d’où noustirons: 

fin n fin a 
rnng.r ’ 

ou rang x fin y -H tang a tang -*• cof a cof y “ tang a fin a. 

coRoll, 3 . 

20. Faifons cette combinai fon I. fin a cof#— Il.cfa, pour avoir 
( 1 -CC) (fin a cof a fin y - cof a cofy) — (fin a 2 cof a 2 — cof a 2 ) cof 0 

— ( 1 * — CC) cof<P , 

d’où nous tirons en divîfant par 1 CC 

fin a cof n fin y •— cof a cof y ~ cof 0 . 

c o r o l l. 4. 

2 1 . La combînaifon I. fin jr III. fin a donne 

(1 CC) ( fin x fin y fin a fin s) — o , ou bien 

fin .r fin y ~ fin a fin s , d où à caufe de fin x fin 0 ~ fin n fin a, 
on tire fin a fin y zr fin <P fin s , ou bien cette proportion : 
fin a : fin 0 ~ fin .r : fin a ~ fin s : fin y ■ 


cof a fin y — |— fin a cof n cof y “ cof x fin (P “ 


t: o- 


23S 


COROLL, 5. 

22. Cette combinaifon I. fin rf cofa fin jc-f- IV. fin* cofrf donne 
(1 — CC) ( fn/z cfa fn.r fn y -f- fn a cf« cft) ~ cfr (fna cfa 2 fn* fn(P-|- fn a cCz 3 ) 
Or à caufe de fin* fin(P ^linrtfina, la valeur de cette formule fera 
fin a cof* (fin<ï 2 cofa 3 -f- cofa 2 ) — (t — fin/i 2 fin a 2 ) fin a cof x 

— (1 CC) firta cof x } 

d’où en divifânt par r CC on obtiendra 

fin a cof a fin * fin y —J— fin a cof a cof j ZZ fi n a cof x , 

laquelle à caufe de fin y zz ~. a , fe change en : 


fin a cof a fin s 


fin x 

cof a cof s — cof x . 


COROLL. 6 . 

2 3 . Or cette combinaifon I. cofrf IV. cofa fin (f> , donne 

(1 — CC) (cofrf fin y — cfa fn (p cfr ZZ cf(p (fn a cfrf 2 -f- fn a cfa 2 fn x fn (J)), 
dont la valeur à caufe de fin x fin <P — fin a fin a , fera : 

fin a cof(p ( cof a * —J— fin « 2 cof a 2 ) “ ( 1 CC ) fin a cof (f). 

Donc divifânt par 1 — * CC , on aura 
cof rf fin y cof a fin (P cof f — fin a cof (P , 

qui à caufe de fin y IZ , fe change en celle * cy : 

cof rf fin ^ fin j fin a cof a fin <P cof s ZZ fin a fin a cof $ , 

ou bien tang (P fin r cof a rang a ung tp cof s ~ fin a rang a- 

coroll. 7 . 

24. Confidérons cette combinaifon II. cofrf fin x -f- m, cof a ; 

qui donne 

(1- 
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(i— CC)(cor«fin jr cfy-| cfa fini)” cof .*(fn.acf« 2 fn .v fn^ *(- fn d cfa 2 ) , 
dont la valeur, à caufe de fin x fin <P ~ fin « fin a, fera 

fin a cof x (fin a 3 cof« 3 H- cof a 3 ) ~ (1 CC) fin a cof x. 

Donc divifant par 1 CC , on aura 
cof a fin x cof y -J- cof a fin s ~ fin « cof a-, 

& à caufe de fin s ~ ~ n * 0 - , on obtiendra 

fin a 

fin a cof «fi nx cof y cof a fin .r fin y “ lin a fin « cof x , 

wu tanga cof « rang x cof y — J— rang x fin y ~ tang a fin «, tout 
comme §. 1 9. 

COROtL 8- 

Certe combinaifon — II. un«cofa -f- III. cof«finafin<P donne 
(1— CC) (cf« fna fnr fn<P — fn« cfa cfy) ~ cftp (fn« cfa 3 -f-cf« 2 fna fn.v fn <P) } 
dont la valeur à caufe de fin x fin <P ” fin a fin a , eft 
fin a cof <P (cof a 2 -+- cof« 3 fin a 2 ) ” ( 1 — CC) fin « cof<p. 

Donc divifant par 1 CC, on aura: 

cof « fin a fin s fin — fin a cof a cof y ” fin « cof <p. 


_ fin«finy 

Or ayant fin s ^ 


on obtiendra 


cof a fin a fin y — cof a cof y m cof , tout comme §. 20, 


■ COROIL 9. 

26. Or cette comblnaifon II. fin a fin .r IV. 1 donne 

(ï — CC)(fin«finjrcofy— cofr) rr cof « cof : r (fin «fin a fin x fin $1— 1), 
dont la valeur à caufe de fin x fin <P ~ fin « fin a, eft 
cof a cof .v (fin « s fin #.* — 1) ~ — • (1 — CC) cof « cof x. 

Donc 


on aura 


Donc, dmfant par (i — CC) , 

cof r fin a fin x cofy “ cof a cof x. 

COROIL. 10. 

27. Cette combinaîfon II. 1 — IV. fin a fin © donne 
(1 — CC)(cofy- fin a fin© cof .r)~ cof a cof© (fin/? fin a fin jrfin© — r), 
donc: fin a fin ©cofir — cofy “ cofacof©. 

c 0 r 0 l 1.. 11. 

2 g. Cette combînaifon III. fin a cof a -J- IV. cof a donne 
(1 — CC) (fin /7 cof afin f ccf/rcofj) — cofjr(fin/? 2 cofa 1 -b- cof/?*) 

donc: fin/rcofafin r— J— cof/tcof-r^cof.*, tout comme §. 22. 

c 0 R 0 l l. 12. 

25. Enfin cctre comb : naifon III. cof/? — IV.fin/rcofa donne 

(1 — CC) (cof a fin s — fin/? cafa cof s) zz fin jc ef© (cf/? 2 — {— fin a 2 cf a 2 ), 

donc : co Ça fin s — fin/? cofa cofr™ finct 1 cof (p ZZ — - — t 

fin © 

ou rang © fin s — tang a tang © cof a cof s zz rang a fin a , tout 
comme ÿ. 2 3, 

PROBLEME V. 

30. Trouver les propriétés entre les côtés if les angles d'un tri- 
angle fphtrique quelconque. 

SOLUTION. 

Quel que foît le triangle fphérique propofé ABC, on peut regar- 
der un de fes angles A comme le pôle de la fphère ; & alors les cô- 
tés AB & AC feront deux méridiens, & le troifième côté BC la 
ligne la plus courre, qui puifle être tirée fur la furface de la fphère 
. Mfm. â t l'Atad. Tifil). IX. H h du 


Ffe. 4 : 


du point B au point C; de forte que ce triangle ABC puiflfe être 
comparé avec la figure fCM, que nous venons de confidérer dans 
le problème precedent. Donc, fi nous employons les lettres A, B, C, 
pour marquer les angles du même nottij 6c que nous pofions les cô- 
tés AB“r; AC ~b 6c BCrra, les dénominations preceden- 
tes fe réduiront aux prefenres de cette manière : 

Dénominations précédentes : fl j r ; yj a j <P 

Dénominatiotis préfentes : c; 1 j a j A $ B; C 

Maintenant les formules trouvées dans les corollaires du problème 
précèdent nous fourniront pour le triangle fphérique ABC les pro- 
priétés fuivantes : 


!. fin û : fin A ” fin h : fin B ZZ fin c : fin C 
fcofC ” cof c. fin A. fin B cof A. cof B 

II. J cof B zz cof b. fin A. fin C cof A. cofC 

cof A — cof a. fin B. fin C ■ cof B. cof C 


par (ai) 
par §. 20. 
par analogie 
par §, 27. 


j*cof c ZZ cof C. fin a. fin 1 — [— cof a . cof b par analogie 

J enf b ZZ cof B. fin a ■ fin c — {— cof a. cof c par §.22. 

[cof a Z; cof A. fin b. fin c — [— cof b. cof c par §. 26. 

lin a. rang C fin B. tange~cof/ï. cofB.rgC.rgc par §. 2 3. 

< fin b. rang A fin C.tang<7~ cof A cofC.tgA. tgrt par analogie 

[fin c. rang B . — fin A.tang£~ cofe. cofA. tgB.rg^ par §. i ÿ . 


IV. 


Et c’cft à ces quatre propriétés, que fe réduifent toutes les formu- 
les; que nous avons trouvées dans le problème precedent. 


c o r o L l. j. 

31. La première propriété renferme la qualité rrès connue de tous 
les triangles fphériques, par laquelle nous favons,-que les finus des 
côtés ont entr’eux le même rapport, que les finus des angles, qui leur 
font oppofés. 
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w 

C O II O L l. 2 . 

32. Donc, fi nous connoifions dans un triangle /phérique un 
coté avec fon angle oppofé, & outre cela un autre angle, ou côté, nous 
trouverons d’abord le côté, ou l’angle qui lui eft oppofé. 

C O R O I. L. 3. 

33. Chacune des formules, que nous venons de trouver, ne 
renferme que quatre quantités, qui appartiennent au triangle, & partant 
fi l’on en connoit trois, on en pourra déterminer la quatrième. 


c o r o l l. 4. 

34. C'eft donc de là qu’on pourra tirer les régies pour la refo- 
lution de tous les triangles fphériques. Ou comme il y a fi* choies 
en chaque triangle, fa voir les trois côtés & les trois angles , fi l’on en 
connoit trois , on en pourra Trouver les trois autres : comme nous 
allons voir dans les problèmes fuivans. 


PROBLEME VT. 

3 j. Dm s un triangle fç Unique étant donnés les trois côtés , r;^ ^ 
trouver les angles. 

SOLUTION. 

Soient donnés dans le triangle fphérjque ABC les trois côtés 
\B ZZ c -, AC.ZZ b Ôc BC “ a ; & qu’il faille chercher les rrois 
angles A, B ôc C ; cela fe fera par le moyen de la troifième pro- 
priété, qui nous fournit: 

„ . cofrt cof b. cofe 

col A rr - 


cof B “ 
cof C “ 


fin^. fine 

cof b cof a. cof c 

fin a. fine 

cote cof e. cofé 

fin <7. iinb 
H h 2 


c 0 ■ 


2 4 4 


C O R 0 1 L. I. 

3 6. "Nous Aurons donc : 

„ . fin b . fin c — {— cof b. cof c — cof a 

1 — cof A ~r — i~r * Ï 

fin b. lin c 

ou bien I — cof A _ ’ 

à caufe de cof Çb — - c) “ cof b. cof c — (— fin b. fin c . 

c o r o 1 1. 2. 

37. Or, puisqu’il eft en général 

coï p — cof <j ~ 2 . fin I (q P )■ fin i (P~i~!?) 

notre formule fe changera en celle -cy : 

ta 2fin-£(tf b-\~c) fini (/»-+-£ c) 

, — cofA= fiFTXfiïT? 

Donc, puisque r cof A “ 2 (fin { A) 2 , nous aurons : 


fin 


,, „,fin£(rt b-hc). fin | (a -hb— r) * 

l A~V — — 7 - -, & de meme 


fin b. fin c 


r , fin i- (b >c) 

un *w x5 — y - f " " 

* un a lin c 

. . „lin}(f b) 

fm * C -V ihTfm b 


C O R O L L. J. 

38- En ajoutant l’unité aux cofinus Trouvés on aura 

cofrt— cofAcofc-f- fin b fine coftf cof(Æ— J-r) 

J -4- cof A- ffiTTfiiT? 1 fin JJTc ■ 

Donc, puisque 1 -f- cof A — 2 (cof £ A) 2 , la même convcrfion 

donnera 

cof 


«ofi A = V OUll 


* 4 S 

c a) . fin £ (b 


*) 


cof 


■ b - yÜÜli 


fin b. fin c 
c — b). fin 4 (a 


b) 


cof i C — Y 


fin|(d 


fin a. fin b 
b c).fin 4 (/i 


O 


fin //. fin b 


COROH. 4. 

39. De là on tirera les tangentes des demi-angles A, B, C : 

T * fa-K' 1 — Æ-t-c) fin £ (<r-H £ — c ) 
rang T A_V ^ — „) fi n 4- (A _+_ c 


_ T» y fin 4 ~t~ c ) fin 4 (b — j— <7 —c) 

3n ° T fin 4 -f- c b) fin 4 (« -f- c -f- £) 


J r _ W fi n 4 ( c ff -t- b) fin 4 (f -t- /7 b) 

an ° T fin 4 -f- b c ) fin 4 (« -+- ^ -f- c) 


c o R o l l. ÿ- 

40. Ces formules font fort commodes pour faire le calcul par le 

moyen des logarithmes. Or ayant trouvé un des angles comme A, 

on trouvera les deux autres plus facilement; par la première propriété 

fin b fin A fine fin A 

— 7; oc fini — — _ . pourvu 

lin/r lin a r 


on aura : fin B ~ 


qu’on fâche fi ces angles font plus grands ou plus petits qu’un angle 
droit : mais en fe fervant des formules trouvées ccttc ambiguité éva- 
nouit, puisqu’on trouve les moitiés des angles, qui font toujours plus 
petircs qu’un angle droit. 

c o r 0 L l. 6 . 

4t. Les tangentes des demi-angles fnnrnifient encore des formu- 
les remarquables, car multipliant deux enfemble on aura : 

H h 3 tang 
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T _ fin | (a ~j— h c ) 

tang i A nng i B = 


b c ) * 

& puisque fin /t -j- fin ^ — 2 fin £ 0~h?) cof* {p — q) 

fin p — *fin q — z fin i ( P — f) cof i(p-hq) 

. , „ 2 fin l (a — }— b') cof*- c 

rang; i A rang £ B “ ’ ^ ^ 1 


8 c 

on obtiendra : 
& 


fin^/!- J— b-\~c) 

, „ 2 finir cof i (a— I- b} 

rang \ A rang { B __ fm * 


C O R O L L. 7. 

42. De même en ajoutant ou foutrayant deux de ces tangentes, 
on aura : 

r A -i- rnnrr t p -ÇMM {n\b-c) 

tangï A+tan 0 y fa*. fn i (,i\c-b) fn^ ( 7 /-f -%) 

. . T n fin l(^*4-r t)±ün-ï(b-\-c a) 

ou une i A + tang B r» B i'C fini(«-M+ïj ’ 

fi l’on introduit la valeur de la tangente de 4 C. Donc, en employant 
la réduftion enfeignée auparavant, nous aurons ccs deux équations : 

2 fin 4 c . cof 4 (n b) 

tang JA + tang i B — — 


. n 2 fin {(a L).co^ic 

tang jr A — tang T B — — z~h >' ~T? — — 
° % ° targ \ C fm£(</ 


tang \ C. fin { (a-\~b-\-c) 
ol 

b 


C O R O I L. 


8 - 


tang i A 


0 


tang i B 


43. Or, puisque tang i (A-J-B) — - — — — 

r ^ 1 tang J- A rang i B 

nous trouverons par les formules des deux corollaires précedens : 


tanff 


& de même 
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« 


tang 4 (A-f-B) 
tang 4 (A-f-C) 
tang 4 (B -f- C) 


cof 4 ( a — 
rang 4 C. cof 4 (/ï -(- 

cof 4 c ) 

rang } B. cof 4 («H-c) 

cof 4 (fi £) 

rang 4 A. cof 4 (^H-c) 


C O 1 0 L l. 5. 

1 

44. De mcmcj_puisque rang \ (A— B) 
nous aurons : 


rang 4 A — tanrg4l^ 
i-f.tang4 A. tang 4 B* 


tang 4 (A B) ~ 

rang \ (A — “ 
rang 4 (B — C) — 


rang 4 C. »m 4 ( æ "T 

fin 4 (a — c) 
tang 4 B. fin 4 C a H 
fin 4 (4 c) 


rang 4. A. fin 4 H 


* & de meme 


PROBLEME VIL 

4 y Dans un triangle fphérique étant donnés les trois angles } 
trouver les trois côtés. 


SOLUTION". 

Soit ABC le triangle fphérique , duquel foient donnésTês 
(Cois angles A, B, C ; ex. qu’il faille chercher les trois côtés 

AB~r ; KC — b & BC — a. 

Or la propriété IL du §. 30. nous fournira les cofinus de ces cô- 
tés exprimés de la maniéré fuîvante: 

#of 


4- 


cof a “ 


2 4* 

cof A -4- cof B. cof C 


cof b 
cof c 


fin B. fin C 
cof B -4- cof A. cof C 


fin A. fin C 
cof C — 1— cof A. cofB 


fin A. fin B 


COROLL. T. 

4 6. De là nous Tirerons d’abord les formules fui vantes : 

cof A cof (B— f-C) 


linB. finC 

cof A — j— cof ( B C) 


c— cof fl 


i cof fl — fin B fine 

Or, puisqu’il eft en général cof/>-f- cf^“2 cf£ (/>*4-?)cf£(jp— q) 
nous aurons : 

f 2 cof i (A-+-BH-C) cof-j (B H- C — A) 

'—«**=• imiriûrc 

f jcofiCA-HB C) cof 4* (A B-f-C) 

1 ->- C0f '’= JkB.TTn^ • 


COROLL. 2. 

47. Donc, puisque i coffl~2 (fini fl) 1 & 

cof«~2 (cof -j- /i) 2 , nous obtiendrons les formules fui vantes : 

_ _ cofKA+BH-C)co4 (B-f-C — A 

T a — y 


fin 


fin l 


fin B.. fin C 
cof -j (A-f-B — f— C) cof y (A -f- C ■ — ■ B) 


b—v — 


fin l c “ y — 


fin A. fin C 

cor* (A -H B -H C) cof i (A -H B — C) 
fin A. fin B 


ou 


où il faut remarquer, ‘puisque la fomme des angles A-f-B-f-C eft 
toujours plus grande que deux droits, la demi - fomme eft plus grande 
qu’un angle droit y & partant Ton cofinus négatif. 

C O R O t X* J* 

4.9. Pour les cofinus des demi -côtés on aura : 
rT cof 4 (A-f-B C ) cof 4 ( A B— J— C) 

cof 5 «_y füTBTfirc 

r T ; cof 4 (B H— A — C) cof 4 (B - ™ A — (— C) 

col T y fi^XlTnC 

fï t/ cof 4 (C — 1— A^— B) cof 4 (C A— f-B) 

coi -jr c y — fin A fin B 

& ces formules facilitent l’ ufage des logarithmes. 


c 0 r 0 l t. 4. 

49. Des fir.us & cofinus des demi -côtés on tirera aifément 
leurs tangentes j qui feront : 

, _ v cof 4 (A-hB-f-C) cof 4 (B- 4 -C — A) 

tang 4 æ — . V ■ 


eof4 (AH-B C) cof 4 (A — B-l-C) 

cof 4 (A-r-B-i-C) cof 4 (A— |— C- — B) 


tang } t__V cof -f (B A — C) cof J (B— -A-(— O) 

, . cof ï (A-4-B-f-C) co fé (A -t-E — C> 

~ c cof {- (C— f— A B) cof \ ( C — 7 A— }— Bj) 

où Ton pourra suffi aifément fe fervîr du calcul des logarithmes. 

c o r o l l. 5. 

50. En multipliant deux de ces tangentes enfemble, on en tirera 


T ,_ cof4(A-hB-hC) 

tanj l rang i i _ — 

1 i 


Mim„ ât VAtaâ, Toin> IX. 


Or 


Or de là on dérivera les deux formules fuivantes : 

. 2 cof* (A— I— B ) cof *C 

*— "»* "■ K "S * 1 = ' cofj(A-4-B — C) 

. , , , 2 fin|C fin -J (A -f-B) 

, H-rang * «. rang * b _ ~; - f , (A+B -gy • 

C O R O L L. 6 . 

ji. Et fi nous ajourons, ou fou frayons, deux des formules enfemble, 
nous obtiendrons : rang * a ^ tang * b “ 

_ Ccofi (B | C - A) i cof -J (A | C - E))V— cof | (A + B -f- C) 
“ V cof* (A|B-C) cof* (A-fC-B)cof* (B-f C-A) 

Gravant tan ^! ;—V cof l(A- fB-|-C )cfj (AfB-C) 

Or ayant tan uï r_y cofi(c+A _ B)cr , (C-A+B)’ °" Ur 

tonir' , + tanr 1 ?— 0° r *(C+C-A) ± cof* (A-fC-B)>ng*r 
tang T ^±tangi b _ 

C O R O L L. 7 . 

y 2. De là on trouvera par les réductions enfeignes : 

» r ii 2 cof* C cof* TA B)rarm*f 

_ j 2 fin* (A B) fin *C rang**- 

rang* „_rang**= — ^ ÎT j£ B f =CJ fc- . 

C O R O L L. g. 

5 3 . Nous trouverons donc comme cy - defiüs : 

„ f . cof* (A — -B) 

tangr("-M)_ CQ - f , (A 1 { _ B) «ng { r 


,, » v cof * CA — C) 

rang* (, + r)= -. f , rang 

,,, , . cof* (B — .Cl 

i (i +0 = ~ç f^cj ,an ^ Æ 


b 


CO- 




COROU,, ÿ. 

54. De même les tangentes des demi différences des côtés feront: 

. . fîn \ (A -r- B) 

tmg { . (*—#)= fin , (A + B) tinfî t * 

fin 4 (A C) 

rang * (a— c) = rang * i 

,, fin 4 (B Cl 

rang i (i — O = jgj- ( Btpc) *'*• 

L’ufage de ces formules fera d’une grande importance dans les problè- 
mes fuivans. 

PROBLEME VIIT. 

y y. Dans un triangle fphêrufue étant donnés deux côtés avec l'an- Vîg. 4 
g/e compris entreux^ trouver le troijième côté Ê 7 " les deux autres angles , 


SOLUTION. 

Soit ABC le triangle, auquel foient donnés les deux côtés AB— c 
AC : — b avec l’angle A compris entr’eux : & qu’il faille chercher le 
côté BC~/j, & les 2ngles B & C. 

La rroifième formule de la troifième propriété donne d’abord 
cof a — cof A fin b . fin c — (— euf b . cof c, 

& la troifième formule de la quatrième propriété fournit l’angle B , 

fin A rang b 

tatl g fi n c rang b, cof c . cof A 

d’où l’on tire par analogie : 

fin A rang c 

tan ïs C J, rang Ci co f } K co f a ‘ 

Or les expre (fions pour les cotangenres feront plus commodes, de- 
forte qu’on aura pour la fol ut ion les formules fui van tes : 

I i 2 cof 


âj- 


cof a “ cof A fin b. fin c — col b. cof c 
fin c cot b — cof c cof A 


cotB “ 


cor C — 


fin A 

fin b cot c cof b. cof A 


fin A 
C O R O L L. r. 

$6. Puisque cof b. cofc ~ f cof (b c) — f- \ cof (b— ^-r) 

& fin b fin c “ % cof(£ c ) \ cof (b— f— r), le cofinus du 

coté a pourra être exprime par l’addition & fubiraétion des fimples 
cofinus de cette maniéré : 

cof a “ * cf ( A— b -{• c) -f ^ cf ( A -f b—c) — ^ cf ( A— b — c) — f cf(A -f- b -f c ) 

— f~a cuf(£— c) ^ cof(^-f- c). 

C O R O L L. 2 . 

57. Mais fi l’on veut fe fervir des logarithmes, cette formule 
eft moins commode. Cependant on y pourra appliquer les loga- 
rithmes en y introduifanr un nouveau angle », pofant 

cof A fin b 1 ■ r . ' * , 

tang u — j. ; — , ou bien loir rang u zz coi A tang b j 

& ayant trouvé cet angle » on aura : 

cof a ~ tang * cof h fin c — }— cof b cof c zz c ?^ —St ^ 

coi u 

d’où l’on trouvera aifément le côté a par le moyen des logarithmes. 

COROU. 3. 

J8- La m eme introduction de l’angle », de forte que tg u zz cf A tg b, 
rend auiîî les autres formules propres à y appliquer les logarithmes j 

car on aura : 

_ fin A tang b fin A tangZ> cof» tang A fin u 

tang B zz t ~”p— rz ■ r , - — r — rz 7r -~ . 

inr— tgKcir iin (c u) fin(V — .») 

Pour l’autre angle C on le trouvera parla régie fin C — — 


fin» ' 

CO* 




COSOH. 4. 

Mais la plus commode recherche des angles B & C fe tirera 
des formules données dans les §§. 43. & 44. d’où Ton aura : 

®BÎ(B + C)=^~ j cot|A 

”* { (13— C) = “t } A . 

Car ayant la moitié de leur fomme avec la moitié de leur différence, 
on aura chacun à part, Sc de là on pourra enfuite conclure le côté a 3 

par la régie fin a ~ ~4 fin A ~ A. 

fin o linC 

PROBLEME IX. 

60. Dam un triangle fphêrtqne étant donnés deux angles avec Je côté 4* 
compris entreux , trouver le troijïème angle avec les deux côtés . 

SOLUTION. 

Soit ABC le triangle, dans lequel foient donnés' les deux angles 
A & B avec le côté AB ~ c compris entr’eux , & qu’il faille cher- 
cher le troifième angle C avec les deux autres côtés AC ~b & BC — a. 

Or la première formule de îa fécondé propriété (30) donne d’abord 
cof C “ cof c fin A. fin B — ■ cof A. cof B, 

& la troifième formule de la quatrième propriété donne : 
fin c rang B 


rang b zz 


tang a “ 


fin A 


cofc. cof A lF a ngB ’ & «" 

fin c rang A 


fin B — |— cof c. cof B. tang A 

D’où prenanr les corangenres on aura la folution fui vante, 

cof C ~ cof c. fin A. fin B — ■ cof A. cof B- 

cot A. fin B — j— cofr. cof B 
cot a ~ 


cot a “ 


fin c 

cot B. fin A — 1 — cof c. cof A 


fin c 


KO' 


Pig. 4 


® 254 # 


C 0 R 0 L I. I. 

fil. Les deux côtés fe trouveront plus aifément des formules des 
§£. 5 2. & 53. d’où Ton tire: 


, / , jt x cofi(A B) 

tang i ( «-+-*) - ^ (À+B) tan ^ î f 

. fin f (A B) 

«"g x O = "rf* 

où n eft facile de fe fervîr des logarithmes. 


c 0 & 0 l l. 2. 

fi2. Après avoir trouvé les cutés a & b, on trouvera aifément 

fin A fin B 

l'angle C, puisqu’il eft fin C “ fin c ~ fine, où bien 

on pourra auffi, fi l’on veut exprimer le cof C par des fimples cofinus 

en cette façon : 

cofC“£ cï(cj- A— B) -J-* cf(r- A-f-B) - i cf(r-A-B)-^ cf(c-f- A|B) 

— fcof(A-B)-îcof(A+B). 


PROBLEME X. 

63, Dans un triangle Jphérique é tant donnés deux côtés avec un 
angle non compris entr'eux , ou ce qui revient au même , étant don- 
nés deux angles avec un côté non compris entr’eux , trouver les autres 
quantités appartenantes au triangle . 


SOLUTION. 

Soit ABC, le triangle dans lequel foient donnés pour le premier 
cas les deux côrés BC“/i & AC~£ avec l’angle A, & on 

fin ^ 

sonnoitr# d’abord l’angle B s caufe de fin B — - — fin b. 

fin a 


Pour 


Pour l’autre cas foient A & B les deux angles donnés, avec le côté 

BC “ a y & on aura d’abord le côté b à caufe de fin Æ fin B. 

finA 

Et panant, dans l’un & l'autre cas on pourra regarder comme donnés 
tant les deux côtés BC“ « & AC — b, que les deux angles 

A & B , qui leur font oppofés. Il s'agit donc d’en trouver le coté 
AB “ r, & l’angle C. 

Or la première formule de la quatrième propriété fournit : 
fin a rang C — — fin B rang c ~ cof a cof B rang C tang r, 
d’où en transpofanr les côtés a & b avec les angles A & B ; nous aurons 
fin b rang C — • fin A tang c ~ cof b. cof A rang C rang c . 

De ces deux équations, en éliminant tantôt tang C tantôt tang c, nous 

fin A. fin a fin B. fin b 

trouverons: rang , = f -^ f Bcof/ ,_ cofACa B C of l 

finACina fïnBfin^ 

T3n ^ cofB cof/7 fin b cofAfin/rcofÆ * 

auxquelles il faut ajourer cette équation fin A fin b zz fin B fin a. 


64* 

aufïï : 
5c 


C O R 0 t t. I . 

Puisqu'il y a : fînA:finB — fin/?:fîn^, nous aurons 

fïntf 2 fin b* 

tang c co fu fi n/î C of/î — cof A fin b cof b 

« finA a finB* 

^ finBcofBcof/ï *— • fin A cof A cof b * 


COROIL 2. 

Mais les §§• 43. 44. y 3. & y 4. nous foumifTent encore des 
folutions plus commodes, que voilà : 


tang 


corf(À-bB) / i ta fin §(A-4—B) jv 

rang f c= — ? 2 r W — ^ tg f (*-}- *) = 7r~Â — ^ f g » (* — *) 


co ff(A— 3 ) 


& 


'ünî (A — 3 ) 


_cofiC,-^) cotKA+E)= r^lM ot{(A _, 


■B) 


rangf c — C0 q * v*-T—y — fmf (V^) 

auxquelles on peut aifémenr -appliquer l’üfrtge des logarithmes. 

PROBLEME IX. 

66 . Trouver Faire d'un triangle fphérique quelconque 

SOLUTION. 

Soit EOM le triangle fphérique propofé , & qu’on nomme com- 
me cy-defiùs §.17. le côté OE~«; l’angle OEM~a; l’angle 
EOM ~ y • le côté O M ” x j & l’angle O M E “ <p. Cela 
pofé, la figure trilLncairc MOm repréfentera le différentiel de l’aire 
que nous cherchons ; & puisque *nn~dx ôt M jj — d y fin x 
le produit dydxfmx exprime le différentiel de MO?», 
d’où MO ct ” dyfdx fin x ~ dy (1 — -cof .y) & partant l’aire': 

EOM — y — f d y cof x. 

_ , , Cdx . . 

■Or nous avons trouve dy — . de forte que 

LmxVÇhnx 1 * CC) ^ 


Taire E O M — y — f y 


C^cof* 


fin x Y (fin x 2 CC)* 


Enfifite ayanr trouve fin <P = 


j . — . à caufe de C fin a fin a : 
fin x 1 


. . r/ . V (fin* 1 CC) 

oc puisque coi <p ~ — 


«/(pcofl V=-dx C ^, 


& — / 


ünx 
Cdx cof X 


fin .v V (fin x 1 — - CC) 


nous aurons 
Cdx cof x 

fin xV (fin# 1 CC) 

— (h —I— Confi. „ 

Par 


fin x 

donc d<p~ — 


Par conféquenr l’aire du triangle 

EOM fera ~ y — J — tp — J — Conft. “ a -f- y — f- ^5 Conft. 

Pour connoure certe conftanre , fuppofons y — o , 6t puisqu’il 

devient alors ~ i S'û ° a, l’aire de ce r ri angle évanouïflànr 

fera ~ i8o° Conft. 6t partant Conft. zz i f}o°. Ainfi nous 

aurons l’aire du triangle EOM”a-f— y -f- <Z> — i8o°, 

coroii. i. 

67. Donc, pour Trouver l’aire d’un triangle fphérique quelconque, 
on n’a qu’à prendre l’excès de la fomme de fes trois angles fur deux 
droits , lorsque le rayon de la fphère eft exprime par 1. Or dans 
une fphère quelconque on prendra un arc d’un grand cercle qui foit 
la méfure dudit excès ; & le produit de cet arc par le rayon de la 
fphère donnera l’aire du triangle fphérique cherché. 

CÛROLt, 5. 

6 Ç, Plus donc un triangle fphérique fera grand , plus auffi fur- 
pafTcra^i fomme de fes angles deux droits ; 6c lorsque l’aire du tri- 
angle occupe la huitième partie de la furface de la fphère, cet excès 
vaudra un angle droit. Car un arc de grand cercle de yo° multiplié 
par le rayon donne la moitié de l’aire du grand cercle, & partant la 
huitième partie de la furface de la fphère. De là on tirera cette régie 
pour trouver l’aire de tout triangle fphérique. On dira, comme 8 an- 
gles droits ou 720° à l’excès de la fomme des trois angles fur deux 
droits : ainfi la furface enriere de la fphère à faire du triangle propofé. 



K k 
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